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(Communicated at the meeting of January 30, 1960) 
In Das abstrakte Integral III, Dritter Teil, e, §§ 14-18, diese Proceedings, 
Series A, 62, 1959 definierten wir ein abstraktes Integral unter Anwendung 
von bekannten, von DANIELL, LEBESGUE und S'l'IELTJES herriihrenden 
Grundprinzipien 1). Satz 19p, welcher lautet: ,Aus O;;i.l<oo, O;;i.g<oo, 
und I, g beide (LS)-integrierbar nach tP folgt I+ g (LS)-integrierbar nach tP, 
mit Ix(LS)[f+g]dtP=fx(LS)IdtP+ fx(LS)gdtP" (III, § 15), laBt sich, wie 
loc. cit. angegeben, unter Anwendung von Translationen im Produkt-
raum X xR1 beweisen. Anwendung von Verfahren, welche mehr iiblich 
sind 2), liefert einen einfacheren, ebenfalls maBtheoretischen Beweis (§ 1). 
In §§ 2-4 fiihrt dieser Beweis zur Untersuchung der gegenseitigen Ver-
haltnisse des hier angewandten Integrals und eines aus diesem durch 
Abanderung der Definition des benutzten MaBes hervorgehenden In-
tegrals 3). 
Beide Integraldefinitionen fiihren zu einem vollstandigen Funktionen-
raum, in welchem der zugehorige Vektorverband L von elementaren 
Funktionen (siehe loc. cit. 1), § 1 u. § 14) iiberall dicht liegt (§ 5). 
§ l. Lemma A. Fiir eine im Raume X definierte Funktion I mit 
O~l~g, wobei gEL, ist zur (LS)-Integrierbarkeit nach T [und tP] 
(III, § 14) notwendig und hinreichend, daB es zu willkiirlich positivem e 
zwei Funktionen n, n1 gibt, bzw. Grenzwert nicht-abnehmender und 
nicht-zunehmender Folgen von Funktionen E L, mit 
0 ~ n1 ;;E. I~ n und I x(LS)ndT- I x(LS)n1dT < e. 
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend (evident). 
Sie ist auch notwendig. Vorausgesetzt wird I(LS)-integrierbar nach T, 
niit O~l~g, gEL. Zu willkiirlich positivem e gibt es eine Uberdeckung 
1 ) Bekanntschaft mit der ganzen Arbeit: Das abstrakte Integral I-III, diese 
Proceedings, Series A 62, 1959, insbes. mit ihrer Terminologie, wird im folgenden 
vorausgesetzt. 
2) Vergleiche etwa L. H. LooMIS, An introduction to abstract harmonic analysis 
1953, s. 31, 32. 
3) Vergleiche letztgenanntes Integral mit dem von A. C. ZAANEN in seinem 
Buche: An introduction to the theory of integration 1958, Kap. 3 eingefiihrten 
Daniell-Integral. 
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der auBeren Ordinatenmenge F von f mittels abzahlbar vieler disjunkter 
Mengen G1(l>-H1.<1>, mit Gt<t>, H 1<I> bzw. auBere Ordinatenmengen von 
g,<1> EL,h,(l) EL,g6gt<1>6h,<1>60(i=1, 2, ... ), und 
00 
mT(F);;;;;, ! T[Gt<1> -Ht<1>]<mT(F)+ sj2. 
i=l 
Wir konstruieren Funktionen gt( i = 1, 2, ... ) : 
g1 =gt<1>, g2 =Max. (g1, g2<1>), ... , g1. =Max. (gt-1, Yt<1>), ... 
Dann ist jede Funktion gi E L, und 
00 
F~.Q(n) =lim&n= ! (G1(1)-H1<I>). 
n--+-oo i=-1 
.Q(n) ist T-meBbar mit iJl* ~ .Q(n) ~ iJl; dabei sind iJl* und iJl innere und 
auBere Ordinatenmengen der T-integrierbaren Funktion n(;;;;;,g), Grenzwert 
der nicht-abnehmenden Folge von Funktionen {gt}. Nun folgt: 
(1) mT(F) ;;;;;,mT[.Q(n)] =mT(ifl) = fx(LS)ndT <mT(F) + sf2. 
Aus G E K, FE K2 folgt G- FE K2. Zu e gibt es eine Uberdeckung 
von G- F mittels abzahlbar vieler disjunkter Mengen Gt(2) -Ht<2>, mit 
G1<2>, H 1<2> bzw. iiuBere Ordinatenmengen von 
und 
00 
mT(G-F);;;;;, ! T[Gt<2>-H,<2>]<mT(G-F)+sf2. 
i=l 
Die Funktionen 
gehoren zu L, mit 
00 
G-F ~ SJJt =lim [G-.\)n] = ! (G~,<2> -H,<2>). 
n-+-oo i=l 
iJl1 _ G- SJJt ist T-meBbar und auBere Ordinatenmenge der T-integrierbaren 
Funktion n1(;;;;;,f), Grenzwert der nicht-zunehmenden Folge von Funk-
tionen {l}t}. Weiter folgt: 
mT(G- F);;;;;, mT(SJlt) = mT( G- iflt) = mT( G)-J x(LS)ntdT < mT(G- F) + s/2, 
oder 
(2) mT(F)- sf2<Jx(LS)ntdT;;;;;,mT(F). 
(1) und (2) liefern schlieBlich 
Jx(LS)ndT- Jx(LS)ntdT < s. 
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Beweis von Satz 19{3: a) Zu den T-integrierbaren lTunktionen f, g, 
mit o-;;;;,f-;;;;,r, o-;;;;,g-;;;;,go, / 0 E L, go E L, und willkiirlich positivem B gibt 
es, nach Lemma A, Funktionen n1. na, Grenzwerte nicht-zunehmender 
Funktionen E L, und dane ben Funktionen n2, U4, Grenzwerte nicht-
abnehmender Funktionen E L, mit 
(3) O-;;;;,nl-;;;;,f-;;;;,n2, o-;;;;,na-;;;;,g-;;;;,ll4, Ix(LS)n2dT- Ix(LS)nldT<s/2, 
Ix(LS)ll4dT- Ix(LS)nadT < sj2. 
Ist {n1<kl}(k= 1, 2, ... ) die Folge der nicht-zunehmenden, nach n1 kon-
vergierenden Funktionen E L, so ist lim I x(LS)nl (kldT =I x(LS)n1dT; 
· k~oo 
mit den analogen Relationen fiir n2, n3, n4 und der Additivitat des 
Elementarintegrals fiir Funktionen E L folgt: 
(4) 
und 
( 5) I x(LS)(nl + na)dT = Ix(LS)n1dT +I x(LS)nadT. 
A us (3), ( 4) und ( 5) folgt: 
o-;;;;,nl +na-;;;;,f+g-;;;;,n2+ll4, Ix(LS)(n2 +n4)dT- Ix(LS)(nl +na)dT < B, 
was, mit Lemma A, die T-Integrierbarkeit von f+g liefert; auBerdem ist 
Ix(LS)(f+g)dT = Ix(LS)fdT + Ix(LS)gdT. 
b) Aus loc. cit. I), III, § 14 (mit Zitaten) geht hervor, daB aus 
0-;;;;,f<c-v, o-;;;;,g<c-v und beide T-integrierbar die T-MeBbarkeit der auBeren 
Ordinatenmenge S) der Funktion ~ f+g folgt, sobald es gelingt zu 
zeigen, daB fiir jede nicht-negative Funktion pEL die auBere Ordinaten-
menge von Min. (f+g, p) T-meBbar ist. Nun ist, bei /1 Min. (f, p), 
g1 _Min.(g,p), in jedem Punkte xEX: Min.(f(x)+g(x),p(x))= 
=Min. (/l(x)+gl(x), p(x)); aus dem unter a) behandelten Fall folgt die 
T-Integrierbarkeit von /1 +g1. und damit die T-MeBbarkeit der auBeren 
Ordinatenmenge von Min. (f+g, p). 
S) hat endliches T-MaB; denn ~ -j+g-;;;;,2. Max. (f,g), und diescs 
Maximum hat ein T-Integral. f+g ist somit T-integrierbar. 
Aus der T-Integrierbarkeit von f und g folgt bei positivem B die 
Existenz von nicht-negativen Funktionen /2, g2 mit F 2 E K, G2 E K und 
mT(F. F2) oder Ix(LS)h2dT > mT(F)- s/2 oder Ix(LS)fdT- s/2, 
mT(G.G2) oder Ix(LS)k2dT>mT(G)- s/2 oder Ix(LS)gdT -s/2, 
wobei h2 -Min. (f, /2), k2 Min. (g, g2). 
h2 und k2 sind Funktionen wie unter a) betrachtet, wodurch 
h2+k2-;;;;,f+g oder ~' und Ix(LS)(h2+k2)dT> Ix(LS)fdT+ Ix(LS)gdT-s, 
und wegen der T-Integrierbarkeit von ~: 
(6) Ix(LS)~dT~Ix(LS)fdT+ Ix(LS)gdT. 
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Bei positivem 'YJ gibt es eine · nicht-negative Funktion ~1 E L mit 
fx(LS) Min.(~, ~1)dT> fx(LS)~dT-'YJ. 
Wegen Min. (f, ~1)+Min. {g,~1)~Min. {~, ~1) und a) ist dadurch 
(7) fx(LS)fdT + fx(LS)gdT~fx(LS)~dT. 
(6) und (7) liefern eine Gleichheit, deren Ubertragung auf den Fall, 
daB T durch if> ersetzt wird, keine Schwierigkeiten bietet. 
Satz (Spezialfall von Satz 19,8). Raben die nicht-negativen, endlich-
wertigen und if>-integrierbaren Funktionen /I, f2 die Eigenschaft, daB 
jede auBere Ordinatenmenge F1(j = 1 oder 2) sich mittels abzahlbar vieler 
Mengen der Gestalt G-H, wobei O<:;;;,h<:;;;,g, hE L, gEL, G und H auBere 
Ordinatenmenge von g bzw. h, iiberdecken lassen, so ist h + /2 if>-integrier-
bar, mit 
fx(LS)(/I + /z)dif> = fx(LS)/Idif> + fx(LS)fzdif>. 4 ) 
§ 2. Bemerkungen zu der Definition des T- (und if>- )MaBes. 
Das fiir die Mengen E K3, loc. cit. 1), III, e und hier benutzte T-MaB 5) 
ist gleich der oberen Grenze aller mp(E.P.)-Werte mit P E K; mp(E) 
ist so mit endlich oder + oo, ohne daB es feststeht ob E sich mittels 
abzahlbar vieler Mengen des Korpers K (oder des Korpers Kz) iiber-
decken laBt. Unschwer ist der Beweis folgender Bemerkungen: 
a). Fiir jede Menge E E Ka, welche sich mittels abzahlbar vieler dis-
junkter Mengen P1 E Kz(i = 1, 2, ... ) iiberdecken laBt, de:finiere man 
mp*(E)= zmT(E.Pi); dann ist immer mp(E)=mp*(E) (endlich oder +oo); 
(i) 
die Klasse Ka* dieser Mengen ist ein Teil-a-Korper von Ka, mit mp*a-
additiv fiir die Mengen von Ka*. 
b) Zu jeder Menge E E Ka, welche keine abzahlbare Uberdeckung 
mittels Mengen E K 2 zulaBt, gibt es dennoch eine mittels K 2 abzahlbar 
iiberdeckbare Teilmenge E1 mit mp(E)=mp(E1)=mp*(E1) (endlich oder 
+~); bei endlichem mp(E) und einer zweiten Teilmenge Ez von gleicher 
Art wie E1 ist 
mp(E)=mp(E1 +E2) =mp*(El +Ez)=mp(El.E2) =mp*(EI.Ez), 
auBerdem: 
mp(E-EJ)=O(j=1 oder 2). 
Analoge Eigenschaften fiir m.p sind Ieicht hinzuzuftigen. 
4 ) Auch die aul3ere Ordinatenmenge von /1 + /2 hat dann eine derartige 
,abzahlbare" Uberdeckung. 
5) Siebe unsere Arbeit in diesen Proceedings, Series A 59, 1956, S. 147 u.f. 
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§ 3. Bemerkungen zur Definition des T- (und IP-)Integrals. 
Die im Raume X nicht-negative Funktion f hat ein T-Integral im Sinne 
von loc. cit. 1), III, s, falls die zugehorige auBere Ordinatenmenge Fein 
endliches T-MaB mT(F) hat. Wir machen zu dieser Definition folgende 
Bemerkungen: 
c) Es ist moglich, daB die auBere Ordinatenmenge F von f zwar ein 
endliches T-MaB hat, jedoch nicht durch die Mengen des aus L hervor-
gehenden Korpers K uberdeckbar ist. Beispiel: Durch fortgesetzte Halbie-
rung des linksoffenen Intervalls (0, 1] entstehen halbo:ffene Intervalle, 
deren charakteristische Funktionen in X R1 in einem kleinsten V ektor-
verband L enthalten sind, wobei dann das elementare Ausgangsintegral I 
fur jede charakteristische Funktion gleich der Lange des zugehorigen 
Intervalls sein soll; zu L gehort in R1 xR1 der Korper K, dessen Mengen 
die auBere Ordinatenmenge der Funktion f(x), die in den Punkten von 
(1, 2] gleich Eins, in den Punkten von R1 - (1, 2] gleich Null sein soll, 
nicht uberdecken; mT(F) oder fx(LS)f(x)dT existiert und hat den Wert 
Null. Bei einer Funktion f(x), die in den Punkten von (!, 2] gleich Eins, 
in den Punkten von R1- (t, 2] gleich Null ist, existiert fx(LS)f(x)dT und 
hat den Wert t, wahrend die zugehorige auBere Ordinatenmenge nur 
teilweise durch die Mengen von K uberdeckbar ist.- Die Potentialtheorie 
liefert sofort weitere Beispiele. 
d) Es ist moglich, daB eine auBere Ordinatenmenge F, mit mT(F) 
endlich, zwar durch die Mengen von K uberdeckt wird, daB es dennoch 
keine Uberdeckung mittels abzahlbar vieler Mengen von K gibt. Beispiel: 
Man erweitere den unter c) angegebenen kleinsten Vektorverband L 
dadurch, daB man die charakteristischen Funktionen von nicht abzahlbar 
unendlich vielen disjunkten Mengen mit Summe (1, 2] den unter c) 
betrachteten charakteristischen Funktionen hinzufugt, und das Elementar-
integral I fur diese hinzukommenden Funktionen gleich Null annimmt. 
Dann ist fur die charakteristische Funktion h von (0, 2] mT(F1) = 1; 
dabei ist die auBere Ordinatenmenge F 1 zwar durch die Mengen des 
(nun erweiterten) Mengenkorpers K, jedoch nicht durch abzahlbar viele 
dieser Mengen uberdeckbar. 
e) Hat die nicht-negative Funktion f ein T-Integral, und ist ihre 
auBere Ordinatenmenge F mittels abzahlbar vieler Mengen von K uber-
deckbar, so folgt aus § 2: 
fx(LS)fdT oder mT(F) =mT*(F). 
Gibt es eine derartige Uberdeckung von F, bei f~O und T-integrierbar, 
nicht, so existiert doch (vergl. § 2, b)) eine T-integrierbare, nicht-negative 
Funktion fo:;;;;,f, deren auBere Ordinatenmenge Fo sich mittels abzahlbar 
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vieler Mengen von K iiberdecken laBt, und mit 
fx(LS)fdT = fx(LS)fodT. 6) 
f) Die Integrationstheorie, welche aus der loc. cit. I), III, s behandelten 
dadurch hervorgeht, daB man sich bei der Bildung des T- (und des 
f/J- )Integrals nicht-negativer Funktionen auf Funktionen f beschrankt, 
deren auBere Ordinatenmenge F sich mittels abzahlbar vieler Mengen E K 
iiberdecken laBt (und dabei die MaBe mT, mil> durch mT*, mil>* ersetzt), 
schrankt die Klasse aller T- und f/J-integrierbaren Funktionen ein; die 
Behandlung bleibt hauptsachlich dieselbe wie loc. cit. Der Beweis des 
Spezialfalles (§I, Ende) von Satz I9(1, welcher dabei an die Stelle von 
Satz I9(1 tritt, laBt sich dann auch unmittelbar geben wie ·im nach-
folgenden Par. ausgefiihrt. 
§ 4. Lemma B. LaBt die auBere Ordinatenmenge Feiner Funktion 
f mit O;;;;,f<r::-:; sich mittels abzahlbar vieler Mengen Fi-Gi iiberdecken, 
00 
wobei o;;;;,gt;;;;,ft, /i E L, f/i E L(i= I, 2, ... ) und I T(Fi-Gt) endlich, so 
i~l 
ist zur (LS)-Integrierbarkeit von f nach T (und f/J) die in Lemma A an-
gegebene Bedingung wieder notwendig und hinreichend. 
Beweis. DaB die Bedingung hinreicht, ist evident. 
00 
Sie ist auch notwendig. Aus F ~ L (Ft -Gt) folgt die Existenz einer 
i=l 
nicht-abnehmenden Folge {ht}(i= I, 2, ... ), mit hiE L und F ~lim Ht 
i-t-00 
(Bt, wie iiblich, auBere Ordinatenmenge von hi). Die Funktionen 
Pi =Min. (f, hi);;;;, hi sind (LS)-integrierbar nach T, mit Pi ~ Pi+l(i = 1,2, ... ) 
und F=lim Pt, somit fx(LS)fdT=lim mT(Pt). 
i~oo 
00 
Bei s/2= L Bt, mit Bt>O, gibt es (nach Lemma A) zu jedem i eine 
i~l 
Funktion nt, Grenzwert einer nicht-abnehmenden Folge von nicht-
negativen Funktionen E L, und mit 
Wir definieren 
ih = n1, th -Max. (lh, n2), ... , fft =Max. (fft-1, ni), ... ; 
dann ist auch jede Funktion tli Grenzwert einer nicht-abnehmenden Folge 
{giU>}(j=l,2, ... ) von nicht-negativen Funktionen EL, wahrend 
- i i 
mT(91i-Pt)=mT[ L 91;- L P;]<s1+s2+ ... +st 
i~l i~l 
6 ) Die Funktion /1 unter d) ist ein Beispiel fiir diesen Fall. Als zugehorige 
Funktion (/I)o la13t sich nehmen die Funktion mit Wert 1 auf (0, 1], und Wert 0 
auf dem Komplement. 
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ist, woraus folgt: 
(8) /=lim Pi~lim lti n, mit 
i-+00 i-+00 
mi-Pi ~mi+l-Pi+l, lim mT(SRi-Pi)=mT(m-F)< e/2. 
i-+oo 
Aus ~i Max. (g1U>, g2(j), ... , g/1>) folgt ~1 E Lund {~J}(j = 1, 2, ... ) eine 
nicht-abnehmende Folge, mit gi<J> ~ ~i ~ n1 fiir jedes i ~ j, was liefert: 
lti~lim ~j~lt, sodann n~lim ~j~n; 
j-+00 
auch n ist Grenzwert einer nicht-abnehmenden Folge {~J} vo'n nicht-
negativen Funktionen E L. 
Zu e gibt es eine natiirliche Zahl io mit 
Pt0 ~ F, Pio~hio EL und mT(Pi0 )>mT(F)-ef4. 
N ach Lemma A gehi:irt zu Pio eine Funktion ~ ~ 0 und ~ Pio, Grenzwert 
einer nicht-zunehmenden Folge von Funktionen E L, und mit 
wodurch 
(9) 
Mit (8) und (9) folgt schlieBlich 
0~~~/~n und mT(§i)-mT(~)<e. 
Der direkte Beweis des Satzes am Ende von § 1 (Spezialfall von Satz 19(3) 
verlauft nun unter Anwendung von Lemma B wie Teil a) des Beweises 
von Satz 19(3. 
§ 5. In der Integrationstheorie (e) aus loc. cit. 1), III, e und in der 
a us dieser gemaB § 3, f) hervorgehenden, eingeschrankten Theorie ( e*) 
sind zwei Funktionen f, g als T-fast uberall gleich zu betrachten, falls das 
zugehorige VT- bezw. VT*-MaB 7) der Menge E(fi=g) gleich Null ist; zwei 
derartige Funktionen sind dann in der betr. Theorie gleichzeitig W- und 
T-integrierbar, und haben dabei gleiche fJJ- und T-Integrale. Ist f fJJ- und 
T-integrierbar, so laBt sich eine (Aequivalenz-)Klasse {I} von Funktionen 
bilden, die T-integrierbar sind und T-fast iiberall mit f zusammenfallen. 
In Theorie (e) gibt es in {I} immer eine endlichwertige Repraesentant /o, 
fiir die bei der iiblichen Zerlegung /o= f0+- f0- die auBeren Ordinaten-
mengen der nicht-negativen Funktionen f0+, f0- sich mittels abzahlbar 
vieler Mengen von K iiberdecken lassen (siehe § 3, e)); in Theorie (e*) 
kann die repraesentierende Funktion fo immer endlichwertig sein. Die 
7) Das MaJ3 v; (in X) hat in Theorie (e*) dieselbe Rolle wie das MaJ3 VT in 
Theorie (e). Siehe dabei loc. cit. 1), III, § 18. 
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Klassen {/} und {g}, mit Repraesentanten /o, g0, in (s) bzw. (s*), der 
angegebenen Art ki:innen dann als Punkte eines zu (s) bzw. (s*) adjungierten 
metrischen Raumes ffi bzw. ffi* aufgefaBt werden bei Einftihrung der 
Abstandsdefinition: 
\\f-g\\ oder d[{/}, {g}] = Jx(LS)\fo-go\dT. 
Aus den Eigenschaften der Integrale folgt leicht die Vollstandigkeit der 
Raume ffi, ffi*. Auch da[J der Vektorverband L der elementaren Funktionen 
eine in ffi bzw. ffi* uberall dicht liegende Punktmenge gibt, aus der also 
durch Vervollstandigung (in bezug auf d) ffi bzw. ffi* hervorgeht. 
